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Одређивање Лагранжових множилаца Лагранжови множиоци и СВМ

Пример 1

Одредити екстремне вредности функциjе f (x ,y) = 2−x2−2y2 уз
ограничење g(x ,y) = x+ y −1 = 0

L(x ,y ,λ ) = f (x ,y)−λg(x ,y) = 2−x2−2y2−λ (x+ y −1)

решење преко градиjента Лагранжиjана
∇L(x ,y ,λ ) = ∇f (x ,y)−λ∇g(x ,y) = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂x
=−2x−λ = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂y
=−4y −λ = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ
= x+ y −1 = 0

Решење: x = 2
3 ,y = 1

3 ,λ = −4
3 , f = 4

3
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Пример 2

Одредити екстремне вредности функциjе f (x ,y) = x+2y уз
ограничење g(x ,y) = x2+ y2−4 = 0

L(x ,y ,λ ) = f (x ,y)−λg(x ,y) = x+2y −λ (x2+ y2−4)

решење преко градиjента Лагранжиjана
∇L(x ,y ,λ ) = ∇f (x ,y)−λ∇g(x ,y) = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂x
= 1−2λx = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂y
= 2−2λy = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ
=−(x2+ y2−4) = 0

Решење: x =± 2√
5
,y =± 4√

5
,λ =±

√
5

4 , fmin =
−10√

5
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Пример 3
Одредити екстремне вредности функциjе f (x ,y) = x2+ y2 уз
ограничења g1(x ,y) = x+1 = 0,g2(x ,y) = y +1 = 0

L(x ,y ,λ ) = f (x ,y)−λ1g1(x ,y)−λ2g2(x ,y) =
x2+ y2−λ1(x+1)−λ2(y +1)

решење преко градиjента Лагранжиjана
∇L(x ,y ,λ ) = ∇f (x ,y)−λ1∇g1(x ,y)−λ2∇g2(x ,y) = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂x
= 2x−λ1 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ1
= x+1 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂y
= 2y −λ2 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ2
= y +1 = 0

Решење: x =−1,y =−1,λ1 =−2,λ2 =−2, fmin = 2
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Пример 4
Одредити екстремне вредности функциjе f (x ,y) = x3+ y2 уз
ограничења g1(x ,y) = x2−1≥ 0

L(x ,y ,λ ) = f (x ,y)−λg(x ,y) = x3+ y2−λ (x2+1)

решење преко градиjента Лагранжиjана
∇L(x ,y ,λ ) = ∇f (x ,y)−λ∇g(x ,y) = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂x
= 3x2−2λx = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂y
= 2y = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ
= x2−1 = 0

Пошто се ради са неjедначинама, λ ≥ 0

Решење: y = 0,x =±1,y =−1,λ =± 3
2 . Како

λ ≥ 0 =⇒ x = 1,y = 0, f (x ,y) = 1
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Пример 5
Одредити екстремне вредности функциjе f (x ,y) = x3+ y3 уз
ограничења g1(x ,y) = x2−1≥ 0,g2(x ,y) = y2−1≥ 0,

L(x ,y ,λ ) = f (x ,y)−λ1g1(x ,y)−λ2g2(x ,y) =
x3+ y3−λ1(x

2−1)−λ2(y
2−1)

решење преко градиjента Лагранжиjана
∇L(x ,y ,λ ) = ∇f (x ,y)−λ1∇g1(x ,y)−λ2∇g2(x ,y) = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂x
= 3x2−2λ1x = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂y
= 3y2−2λ2y = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ1
= x2−1 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ2
= y2−1 = 0
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Пример 5 (наставак)

Додатни услов jе λ1 ≥ 0,λ2 ≥ 0. Решење jе

λ1 = 0∨λ2 = 0 ниjе могуће jер тада x = 0∨y = 0 што ниjе тачно за
преостале две jедначине

x =±1,y =±1,λ1 =±
3
2

uslovλ1 ≥ 0 =⇒ λ1 =±
3
2
∧λ2 ≥ 0

=⇒ x = 1,y = 0, f (x ,y) = 2
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Пример 6

Одредити екстремне вредности функциjе f (x ,y) = (x−1)2+(y −3)2

уз ограничења g1(x ,y) = 2−x−y ≥ 0,g2(x ,y) = y −x ≥ 0,

L(x ,y ,λ ) = f (x ,y)−λ1g1(x ,y)−λ2g2(x ,y) =
(x−1)2+(y −3)2−λ1(2−x−y)−λ2(y −x)

Решење преко градиjента Лагранжиjана
∇L(x ,y ,λ ) = ∇f (x ,y)−λ1∇g1(x ,y)−λ2∇g2(x ,y) = 0

Додатни услов jе λ1 ≥ 0,λ2 ≥ 0.
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Пример 6 (наставак)

∂L(x ,y ,λ )

∂x
= 2(x−1)+λ1+λ2 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂y
= 2(y −3)+λ1−λ2 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ1
= x+ y −2 = 0

∂L(x ,y ,λ )

∂λ2
= x−y = 0

Решење коjе задовољава све услове jе за λ1 6= 0,λ2 = 0 jе

x = 0,y = 2,λ1 = 2,λ2 = 0, f (x ,y) = 2
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Пример 1
Нека су у дводимензионом простору дате две тачке x1 = (1,1) i
x2 = (2,2) коjе припадаjу различитим класама. Одредити хиперраван
коjа раздваjа те две класе.

Према формули за дуални Лагранжов проблем:

L(λ ) = λ1+λ2−
1
2
(λ1λ1y1y1x1 ·x1+λ1λ2y1y2x1 ·x2+

λ2λ1y2y1x2 ·x1+λ2λ2y2y2x2 ·x2)

Тачке у различитим класама =⇒ y1 = 1,y2 =−1

L(λ ) = λ1+λ2−
1
2
(λ 2

1 x1 ·x1−λ1λ2x1 ·x2−

λ2λ1x2 ·x1+λ
2
2 x2 ·x2)

L(λ ) = λ1+λ2+λ1λ2x1 ·x2− 1
2λ 2

1 x1 ·x1− 1
2λ 2

2 x2 ·x2
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Пример 1 (наставак)

L(λ ) = λ1+λ2+λ1λ2x1 ·x2− 1
2λ 2

1 x1 ·x1− 1
2λ 2

2 x2 ·x2

На основу ККТ мора да буде испуњено λi ≥ 0, као и да важи
ограничење −∑

i
λiyi = 0 (у овом случаjу (λ1−λ2 = 0). И ово

ограничење се додаjе у Лагранжиjан:

L(λ ,γ) = λ1+λ2+λ1λ2x1 ·x2− 1
2λ 2

1 x1 ·x1− 1
2λ 2

2 x2 ·x2− γ(λ1−λ2)



Одређивање Лагранжових множилаца Лагранжови множиоци и СВМ

Пример 1 (наставак)

∂L(λ ,γ)

∂λ1
= 1+λ2x1 ·x2−λ1x1 ·x1− γ = 0

∂L(λ ,γ)

∂λ2
= 1+λ1x1 ·x2−λ2x2 ·x2+ γ = 0

∂L(λ ,γ)

∂γ
=−λ1+λ2 = 0

Како jе λ1 = λ2,x1 ·x1 = 2,x1 ·x2 = 4,x2 ·x2 = 8, добиjа се систем
jедначина

1+4λ1−2λ1− γ = 0
1+4λ1−8λ1+ γ = 0

Одакле следи λ1 = λ2 = 1,γ = 3
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Пример 1 (наставак)

Из опште формуле: w =
N

∑
i=1

λiyixi добиjа се

w1 = 1−2,w2 = 1−2,odnosno w = (−1,−1)

Како су λi > 0, важи [w ·x1+b]−1 = 0. Одатле

b = 1−w ·x1 = 1− (−1,−1) · (1,1) = 1− (−1−1) = 3

Аналогно, из [w ·x2+b]+1 = 0 следи

b =−1+w ·x2 =−1+(−1,−1) · (2,2) =−1− (−2−2) = 3
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Одређивање Лагранжових множилаца
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Одређивање Лагранжових множилаца

Помоћу CPLEX програма
float x[1..2][1..8]=[

[0.3858,0.4871,0.9218,0.7382,0.1763,0.4057,0.9355,0.2146],
[0.4687,0.6110,0.4103,0.8936,0.0579,0.3529,0.8132,0.0099]];

dvar float lambda[1..8];
int y[1..8] =[1,-1,-1,-1,1,1,-1,1];

maximize
sum (i in 1..8) lambda[i]

- (sum (i in 1..8) sum (j in 1..8) lambda[i] * lambda[j]
* y[i] * y[j] * (sum (k in 1..2) x[k][i] * x[k][j] ))/2;

subject to {
ct1: sum (i in 1..8) lambda[i] * y[i]==0;
lambda[1]>=0; lambda[2]>=0; lambda[3]>=0; lambda[4]>=0;
lambda[5]>=0; lambda[6]>=0; lambda[7]>=0; lambda[8]>=0;

}
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Одређивање Лагранжових множилаца
За добиjене вредности λ=(65.55,65.55,0,0,0,0,0,0) из опште формуле:

w =
N

∑
i=1

λiyixi добиjа се

w1 = 65.55×1×0.3858+65.55×−1×0.4871 =−6.64

w2 = 65.55×1×0.4687+65.55×−1×0.6110 =−9.32

Како су λi > 0, важи [w ·x1 +b]−1 = 0. Одатле

b1 = 1−w ·x1 = 1−< (−6.64,−9.32),(0.3858,0.4687)>=

1− ((−6.64×0.3858)+(−9.32)×0.4687)) = 1− (−2.5617−4.3682) = 7.9299

Аналогно, из [w ·x2 +b]+1 = 0 следи

b2 = 1−w ·x1 = 1−< (−6.64,−9.32),(0.4871,0.6110)>=

−1− ((−6.64×0.4871)+(−9.32)×0.6110)) =−1− (−3.2343−5.6945) = 7.9288

Добиjена вредност за b jе b = avg
i

bi = 7.9293
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Одређивање Лагранжових множилаца
Одредити jедначину хиперравни коjа раздваjа
следећи скуп тачака

xi xi1 xi2 yi
x1 3.5 4.25 1
x2 4 3 1
x3 4 4. 1
x4 4.5 1.75 1
x5 4.9 4.5 1
x6 5 4 1
x7 5.5 2.5 1
x8 5.5 3.5 1
x9 0.5 1.5 -1
x10 1 2.5 -1
x11 1.25 9.5 -1
x12 1.5 1.5 -1
x13 2 2 -1
x14 2.5 0.75 -1

xi xi1 xi2 yi
x15 4 2 1
x16 2 3 1
x17 3 2 -1
x18 5 3 -1
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